
كتاب شب امتحان حسابان (2) دوازدهم از ۴ قسمت اصلی به صورت زير تشكيل شده است:
1) آزمون های نوبت اول: آزمون های شمارۀ ۱ تا ۴ اين كتاب مربوط به مباحث نوبت اول است كه خودش به دو قسمت تقسيم می شود:

الف) آزمون های طبقه بندی شده: آزمون های شمارۀ ۱ و ۲ را فصل به فصل طبقه بندی كرده ايم. بنابراين شما به راحتی می توانيد پس از خواندن 
هر فصل از درس نامه تعدادی سؤال را بررسی كنيد. حواستان باشد اين آزمون ها ۲۰ نمره ای و مثل يک آزمون كامل هستند. در كنار سؤال های 
اين آزمون ها نکات مشاوره ای نوشته ايم. اين نكات به شما در درس خواندن قبل از امتحان و پاسخگويی به آزمون در زمان امتحان كمک می كند.

ب) آزمون طبقه بندی نشده: آزمون های شمارۀ ۳ و ۴ را طبقه بندی نكرده ايم تا دو آزمون نوبت اول، مشابه آزمونی كه معلمتان از شما خواهد گرفت، ببينيد. 
2) آزمون های نوبت دوم: آزمون های شمارۀ ۵ تا ۱۲ امتحان های نهايی برگزارشده در سال های ۱۴۰۰ تا ۱۴۰۲ هستند. اين قسمت هم، خودش به 

۲ بخش تقسيم می شود:
كه  و دی ۱۴۰۱ هستند  و شهريور ۱۴۰۰، دی ۱۴۰۰  نهايی خرداد  آزمون های   ۸ تا   ۵ آزمون های شمارۀ  الف) آزمون های طبقه بندی شده: 
طبقه بندی كرده ايم. با اين كار باز هم می توانيد پس از خواندن هر فصل تعدادی سؤال مرتبط را پاسخ دهيد. هر كدام از اين آزمون ها هم، ۲۰ نمره 

دارند. در واقع در اين بخش، شما ۴ آزمون كامل را می بينيد. اين آزمون ها هم نکات مشاوره ای دارند.
مشابهِ  دوم،  نوبت  آزمون   ۴ با  بخش  اين  در  پس،  نكرده ايم؛  طبقه بندی  را   ۱۲ تا   ۹ شمارۀ  آزمون های  طبقه بندی نشده:  آزمون های  ب) 
 ۱۴۰۱ شهريور   ،۱۴۰۲ خرداد  و   ۱۴۰۱ خرداد  نهايی  امتحان های  ترتيب  به  آزمون ها  اين  شد.  خواهيد  مواجه  معلمتان  سال  پايان  آزمون 

و شهريور ۱۴۰۲ هستند.
3) پاسخ نامۀ تشريحی آزمون ها: در پاسخ تشريحی آزمون ها تمام آن چه را كه شما بايد در امتحان بنويسيد تا نمرۀ كامل كسب كنيد، برايتان نوشته ايم.

4) درس نامۀ كامل شب امتحانی: اين قسمت برگ برندۀ شما نسبت به كسانی است كه اين كتاب را نمی خوانند در اين قسمت تمام آن چه را كه 
شما برای گرفتن نمرۀ عالی در امتحان حسابان (۲) نياز داريد، تنها در ۱۵ صفحه آورده ايم، بخوانيد و لذتش را ببريد! 

يک راهکار: موقع امتحان های نوبت اول می توانيد از سؤال های فصل های اول تا سوم آزمون های ۵ تا ۸ هم استفاده كنيد.

صفحۀ صفحۀ      
پاسخ نامه آزمون  نوبت     

۲۲  ۳ اول  (طبقه بندی شده)   آزمون شمارۀ ۱ 

۲۴  ۵ اول  (طبقه بندی شده)  آزمون شمارۀ ۲ 

۲۵  ۶ اول  (طبقه بندی نشده)  آزمون شمارۀ ۳  

۲۷  ۷ اول  (طبقه بندی نشده)  آزمون شمارۀ ۴  

۲۹  ۸ دوم  (طبقه بندی شده)  نهايی خرداد 1400   آزمون شمارۀ ۵ 

۳۰  ۱۰ دوم  (طبقه بندی شده)  نهايی شهريور 1400   آزمون شمارۀ ۶ 

۳۲  ۱۲ دوم  (طبقه بندی شده)  آزمون شمارۀ ۷       نهايی دی 1400  

۳۳  ۱۳ دوم  (طبقه بندی شده)  آزمون شمارۀ ۸       نهايی دی 1401  

۳۵  ۱۵ دوم  (طبقه بندی نشده)  نهايی خرداد 1401   آزمون شمارۀ ۹ 

۳۶  ۱۷ دوم  (طبقه بندی نشده)  آزمون شمارۀ ۱۰  نهايی خرداد 1402  

۳۷  ۱۸ دوم  (طبقه بندی نشده)  نهايی شهريور 1401  آزمون شمارۀ ۱۱ 

۳۸  ۲۰ دوم  (طبقه بندی نشده)  نهايی شهريور 1402   آزمون شمارۀ ۱۲ 

٤٠ درس نامۀ توپ برای شب امتحان     

شهريور و دیپايانی نوبت دومپايانی نوبت اولفصل ها

٧٢/٥٣/٥اول

٦٢٣دوم

٧٢/٥٣سوم

چهارم
ــ

٧٦

٦٤/٥پنجم

٢٠٢٠٢٠جمع
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kheilisabz.comمدت آزمون: ۱۰۰ دقيقهرشته: رياضی فيزيکحسابان (۲)

نمرهنوبت اول پايۀ دوازدهم دورۀ متوسطۀ دومرديف

f به صورت مقابل داده شده است.۱ x( ) نمودار تابع

y را رسم كنيد. f x2

1

2
== -- --( ) y و f x1 2== -- ( ) نمودارهای

۱/۵

جاهای خالی را تكميل كنيد.۲

 y f x== ++1

2
1( ) f باشد، پس از انتقال، مختصات نقطۀ A روی تابع x( ) )A  روی تابع , )--1 1 الف) اگر نقطۀ

برابر است با ............... .

y برابر است با ............... . f x== -- --3 1( ) ] باشد، دامنۀ تابع , ]--1 4 f برابر x( ) ب) اگر دامنۀ تابع

۰/۵

f را در نظر بگيريد.۳ x x( ) ( )== ++ --1 2
3 تابع

y رسم كنيد. x== 3 الف) نمودار f را به كمک نمودار تابع

f را رسم كنيد. --1 ب) نشان دهيد f وارون پذير است و نمودار

f را بنويسيد. --1 پ) ضابطۀ

۲/۵

f به صورت زير داده شده است. بازه هايی كه تابع در آن ها اكيداً صعودی، اكيداً نزولی يا ۴ x( ) نمودار تابع

ثابت است را مشخص كنيد.

۱

2 بخش پذير است. سپس مقسوم عليه های ۵ 5x -- f بر x x x x( ) == -- -- ++2 3 9 10
3 2 نشان دهيد چند جمله ای

f را بيابيد. x( ) ديگر

۱/۵

دورۀ تناوب، مقادير ماكزيمم و مينيمم هر يک از توابع زير را مشخص كنيد.۶

y (الف x== -- ++cos pp
3

2   

y (ب x== -- ++2 5 3sin   

۱/۵

tanaa را در ربع های اول و چهارم با هم مقايسه كنيد.۷ sinaa و ۱با توجه به محورهای سينوس و تانژانت، مقادير

معادلات مثلثاتی زير را حل كنيد.۸
2 (الف 3 0sinx++ ==   

2 (ب 3 1 0
2tan tanx x-- ++ ==   

۲

مثلثی با مساحت ۸ سانتی مترمربع مفروض است. اگر اندازۀ دو ضلع آن ۴ و ۸ باشد، آن گاه چند مثلث ۹

با اين خاصيت وجود دارد؟

۱/۵

ترتيب رسمِ مرحله به مرحلۀ نمودارها برای اين سؤال مهمه.

اين سؤالات  برای  باشه  يادت  سؤال و جواب های تک کلمه ای. 

فقط جواب آخر مهمه نه راه حل!

f-1 هم  تابع انجام دهيد.  انتقال ها  با  بايد فقط  را   f تابع رسم 

f رسم شود. حتماً بايد به کمک

به کلمۀ «اکيداً» در صورت سؤال توجه کن.

عمليات  از  نبايد  سؤال  اول  قسمت  درستی  نشان دادن  برای 

تقسيم استفاده کنی.

اين سؤال معمولاً در تمامی امتحانات مطرح می شود. پس فرمول های 

آن را حفظ کن.

يه وقت اشتباهی رُبع ها را انتخاب نکنی!

برای قسمت (الف) دقت کن که سينوس برابر يک مقدار منفی می شود!

در اين سؤال، اصلاً به ضلع سوم مثلث نيازی نيست.
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نمرهنوبت اول پايۀ دوازدهم دورۀ متوسطۀ دومرديف

حدود زير را محاسبه كنيد.۱۰

lim (الف
x x x®® ++

--
-- ++1

2

4

3 2

pp lim (ب  tan
x

x
®®

++pp
2

lim (پ 
x

x
x®®++¥¥

++
--

3 1

2 3

2

  

۲/۵

f را به  دست آوريد.۱۱ x x
x x

( ) == ++
++ --

1

6
2

۱/۵مجانب های قائم تابع

۱۲ y x
x

==
++2
1

۱/۵مجانب های افقی تابع روبه رو را بيابيد. 

نمودار تابعی مانند f را طوری رسم كنيد كه:۱۳

f f( ) ( )-- == ==1 2 0 الف)

 lim ( )
x

f x
®® --

== --¥¥
0

lim و ( )
x

f x
®® ++

== --¥¥
1

ب)

y مجانب افقی آن باشد. == 1 پ) خط

۱/۵

جمع نمرات موفق باشيد   ۲۰

تکنيک های  می شود.  مطرح  امتحانات  در  هميشه  حدگيری  سؤال 
حدگيری را از درس نامه بخون.

يادت نره برای مجانب قائم، بايد شرط هايش بررسی شود.

x2 توجه کن. به

بايد نموداری بکشی که همۀ شرط ها را داشته باشه. احتياجی به ضابطۀ 

نمودار نيست.



۱۵
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نمرهنوبت دوم پايۀ دوازدهم ـ نهايی خرداد ۱۴۰۱رديف

درستی يا نادرستی عبارت های زير را تعيين كنيد.۱

f¢¢ وجود ندارد. a( ) x پيوسته باشد و در اين نقطه مشتق چپ و راست نامتناهی باشد، آن گاه a== الف) اگر تابع f در

f است. x( ) ، يک نقطۀ اكسترمم نسبی تابع f x( ) ب) هر نقطۀ بحرانی تابع

۱

جاهای خالی را با عدد يا كلمۀ مناسب كامل كنيد.۲

y برابر ............... است. x== -- ++7
2

2sin( )pp الف) دورۀ تناوب تابع

f در اين بازه تقعر رو به ............... دارد. x( ) ؛ آن گاه نمودار ¢¢¢¢ >>f x( ) 0 ،I در بازۀ x ب) اگر برای هر

۱

g را رسم كرده و دامنۀ تابع g را تعيين كنيد.۳ x f x( ) ( )== -- 1  را رسم كرده و دامنۀ تابع g را تعيين كنيد.نمودار تابع f در شكل مقابل رسم شده است. نمودار تابع

 

۱

f را رسم نماييد، سپس تعيين كنيد كه اين تابع در چه بازه ای اكيداً صعودی و در چه بازه ای اكيداً نزولی است.۴ x x x( ) == ++2 2 ۱ابتدا نمودار تابع

2 به دست آوريد.۵ 1x ++ p را بر x x x( ) == -- ++8 4 2
3 2 ۰/۵باقی ماندۀ تقسيم چندجمله ای

sin را حل كنيد.۶ cos2 0x x-- == ۱/۵معادلۀ مثلثاتی

حدود توابع زير را در صورت وجود بيابيد.۷

lim (الف
( )x

x
x®® ++

--
--2

2

2

4

2
 

lim (ب
x

x x
x®®--¥¥

--
--

2

2 1

3

 

۱

f را در صورت وجود بيابيد.۸ x x
x x

( ) == --
++

1
2

2
۱/۵مجانب های قائم و افقی منحنی تابع

x بررسی كنيد.۹ == 2 f را در x x( ) | |== --2 4 ۱/۵مشتق پذيری تابع

f در نقطۀ تقاطع آن با محور xها معادلۀ خط مماس را بنويسيد.۱۰ x x( ) == --3
8 ۱/۵برای تابع

مشتق توابع زير را به دست آوريد. (ساده كردن مشتق الزامی نيست.)۱۱

f (الف x x x x( ) ( ) ( )== -- ++3 2
2 5 g (ب  x x x( ) tan sin== ++5

2 h (پ  x x( ) == 2   

۲/۵

f برحسب متر باشد، در كدام لحظه ۱۲ t t t( ) == --3 اگر سرعت متوسط يک متحرک در يک بازه برابر ۲ متر بر ثانيه باشد و معادلۀ حركت متحرک به صورت

سرعت لحظه ای متحرک برابر سرعت متوسط آن است.

۱
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نمرهنوبت دوم پايۀ دوازدهم ـ نهايی خرداد ۱۴۰۱رديف

f باشد، مقادير a و b را به دست آوريد.۱۳ x ax bx( ) == ++ ++3 2
2 )A نقطۀ عطف تابع با ضابطۀ , )--1 1 ۱/۵اگر نقطۀ

با توجه به نمودار داده شده، به سؤالات زير پاسخ دهيد: ۱۴

الف) مقدار ماكزيمم مطلق را بنويسيد.

ب) مقدار مينيمم مطلق را بنويسيد.

پ) طول نقطۀ ماكزيمم نسبی را بنويسيد.

ت) طول نقطۀ مينيمم نسبی را بنويسيد.

۱

y را رسم كنيد.۱۵ x
x== --

--
2 1

2
۲/۵جدول رفتار و نمودار تابع

جمع نمرات موفق باشيد   ۲۰
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ابتداباتوجهبهضریب2،یکانبساطعمودیدر- 1 y ( )
1

2= - f x برایرسمنمودار
راستایمحورyهاانجاممیدهیم؛سپسبهعلتضریبمنفینموداررانسبتبهمحور

xهاقرینهمیکنیم.

 ¾M SLvº ¾¹Äo¤
IÀ n¼d¶x¾ ®¾¾¾¾   

،یکانبساطافقیدرراستای 1
2
،ابتداباتوجهبهضریب y f x

2

1

2
= - -( ) برایرسم

محورxهاانجاممیدهیم.سپسیکبارقرینهنسبتبهمحورxهاوباردیگرقرینهنسبت
بهمحورyهاانجاممیدهیم.

  

¾M SLvº ¾¹Äo¤
IÀ n¼d¶x¾ ®¾¾¾¾    

¾M SLvº ¾¹Äo¤
IÀ n¼d¶y¾ ®¾¾¾¾

   

2 -( , )-2 1

2
الف(

A Ax

y

= - ¾ ®¾¾¾¾ ¢ = -( , ) ( , )11 2 1

1

2

keH» ¦ÄIÀ
Oa Sµw ¾M

ÆIL£ºHIÀ

KÄoòIM Áj¼¼µø
¾ ®¾¾¾¾¾ ¢¢ = -A ( , )2
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 - £ - £ Þ £ £ Þ1 1 4 0 5 0 5x x [ , ] ب(

رایکواحدبه- 3 y x= 3 رارسممیکنیم.سپسنمودار y x= 3 الف(ابتدانمودار
سمتچپودوواحدبهسمتپایینانتقالمیدهیم.

 
میکند، قطع نقطه یک در حداکثر را نمودار xها محور موازی خط هر چون ب(
باید ،f وارون رسم برای است. وارونپذیر f تابع بنابراین است، یکبهیک تابع پس

رانسبتبهخطنیمسازربعاولوسومقرینهکنیم: f x x( ) ( )= + -1 2
3 نمودار

ابتدابایدxراتنهاکنیم: f x x( ) ( )= + -1 2
3 پ(برایمحاسبهءضابطهءوارونتابع

 y x y x= + - Þ + = +( ) ( )1 2 2 1
3 3  

 Þ + = + Þ = + -x y x y1 2 2 13 3  

 Æ¼øHn » ÁI]
´Ã¹¨ïÂ¶
y x f x x¾ ®¾¾¾¾¾ = + --1 3

2 1( )  
طبقنمودارازسمتچپشروعمیکنیم.- 4

 ( , ]-¥ - 4 ،اکیداًنزولی: [ , ]-4 0 اکیداًصعودی: 

 [ , ]0 4 ،تابعثابت: [ , ]4 + ¥ اکیداًنزولی: 
باید- 5 یعنی برابرصفراست؛ ،2 5x - ازایریشهء به  f x( ) نشاندهیممقدار باید

. f ( )5
2

0= نشاندهیم:
 f ( ) ( ) ( ) ( )5

2
2
5

2
3
5

2
9
5

2
10

3 2= - - +  

 = ´ - ´ - + = - - +
2
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8
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4
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است.برایپیداکردنمقسومعلیههایدیگرباید f x( ) 2یکمقسومعلیه 5x - پس
2تقسیمکنیم. 5x - رابر f x( )

 

2 3 9 10

2 5

2 9 10

2 5

4 10

4 10

0

2
3 2

3 2

2

2

x x x

x x

x x

x x
x
x

- - +

- -

- +

- -
- +

- - +

( )

( )

( )

xx

x x

-

+ -

5

2
2

 

 f x x x x( ) ( ) ( )= - + -2 5 2
2 = - + -( ) (x ) (x )2 5 2 1x بنابراین:

هستند. f x( ) مقسومعلیههایدیگر x -1 و x + یعنی2

و- 6  y a bx c d= + +sin( ) فــرم به تــوابــعـی تــنــاوب دورهء کـلـی طـور بـه

ومقدارمینیــمم | |a d+ ومقـدارمـاکزیــمم 2p
| |b

برابر y a bx c d= + +cos( )

است. - +| |a d

ب(الف(
y x

T

= - +

= = =

= - + = +

= - - + = - +

ì

í
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| |

max | |

min | |

p

p
p

p
p

3
2

2

3

2

3

6

1 2 1 2

1 2 1 2

ïï
ï
ïï

î

ï
ï
ï
ï

y sin x

T

= - +

= =

= - + = + =
= - - + = - + =

ì

í

2 5 3

2

5

2

5

2 3 2 3 5

2 3 2 3 1

p p
| |

max | |
min | |

ïï
ïï

î

ï
ï
ï

دایرهءمثلثاتیرسممیکنیم:- 7

شکل طبق ،0
2

< <a p اول: ربع در

مشخصاستکههمواره:
 sin tana a<  

،طبق 3
2

2
p a p< < درربعچهارم:

شکلمشخصاستکههمواره:

sin tana a>  

 

.زاویهایکهمقدارسینوس- 8 sin x = - 3

2
2،درنتیجه 3 0sin x + = الف(

. a p= - 3 استراازربع4انتخابمیکنیم. - 3

2
آن

جوابهایکلیعبارتانداز:

 
x k

x k

x k

x k
k

= + -

= + - -

ì

í
ï

î
ï

Þ
= -

= +

ì

í
ï

î
ï

Î
2

3

2 1
3

2
3

2
4

3

p p

p p

p p

p p

( )

( ) ( )
( ))،  

.2 3 1 0
2t t- + = ،دراینصورت: tan x t= ب(قرارمیدهیم

؛درنتیجه: t = 1

2
و t = مجموعضرایببرابرصفراست،پس1

 tan x x k= Þ = Þ = +1
4 4

a p p p ، k Î  

bزاویهءموردنظر مقدارزاویهقابلمحاسبهنیست.مثلاًاگر tan x = 1

2
اماازمعادلهء

 x k= +p b ، k Î ودرنتیجه: tanb = 1

2
باشد،آنگاه

مساحتمثلثبهکمکدوضلعوزاویهءبینآنهاعبارتاستاز:- 9

مساحتمثلث = ´ ´ ´1

2
Í±ò Í±ò sin )زاویهءبیندوضلع( 

 8 1

2
4 8

1

2
= ´ ´ ´ Þ =sin sinq q  

 q p= 5

6
و q p= 6 0قرارمیگیرد،پس < <q p زاویهءبیندوضلعدرمثلثدربازهء

قابلقبولهستند.یعنیدومثلثبااینخاصیتوجوددارد.
رافقطدرمخرجکسرجایگذاریمیکنیم:- 10 x = 1 الف(صورتکسرفاقدxاست.

 1 3 1 2 0
2 - + =( )  

 x x x2
3 2 0 1 2- + = Þ = , باتعیینعلامتمخرجکسرداریم:

 
x

x x

1 2

3 2 0 0
2 - + + - +

 

مقدار ، x = راست1 همسایگی برای جدول طبق راست، حد یعنی  x ® +1

 lim
x x x® -+

-
- +

= -
1

2

4

3 2

4

0

p p منفیاست.درنتیجهخواهیمداشت: x x2
3 2- +

 Âÿ¹¶  jkø

0-
= +¥ ،بنابراین: ( / )p p 3 14 4 0- < اما

ب(ازمثلثاتبهیادداریمکه:

 
tan sin

cos

sin( ) , cos( )

x x
x=

= =

ì

í
ï

î
ï p p

2
1

2
0

 

را مخرج بودن 0- یا 0+ باید که بود خواهد  1
0
صورت به  lim tan

x
x

®p
2

حاصل پس

نزدیک p
2 به p

2 ،پسبامقادیربیشتراز x ®
+p

2 مشخصکنیم.طبقصورتسؤال،

منفیاست. cos x میشویم،لذادرربعدومدایرهءمثلثاتیهستیمودراینربعمقدار
lim درنتیجه: tan

x

x
®

-+
= = -¥

p
2

1

0

 

 lim lim
x x

x x
®+¥ ®+¥

+ =3 1 3
2 2 پ(برایعبارتزیررادیکالداریم:

 lim lim lim | |
x x x

x x x
®+¥ ®+¥ ®+¥

+ = =3 1 3 3
2 2 درنتیجه:

میلمیکند،پسداخلقدرمطلقمثبتاستومیتوانقدرمطلقرا x ® +¥ چون
 lim | | lim
x x

x x
®+¥ ®+¥

=3 3 حذفکرد.درنتیجه:

 Þ
-

= =
®+¥ ®+¥
lim lim
x x

x
x

x
x

3

2 3

3

2

3

2
 

مخرجکسررابرابرصفرقرارمیدهیم:- 11
 x x x x x x2

6 0 3 2 0 3 2+ - = Þ + - = Þ = - =( ) ( ) ,  
برای هستند. قائم مجانب حتماً نمیکنند، صفر را کسر صورت x = -3 و  x = چون2

بررسیدقیقترابتدامخرجراتعیینعلامتمیکنیم:
 

x

x x

-

+ - + - +

3 2

6 0 0
2

 

،مخرجمثبتاست. x = 2 طبقجدولدرهمسایگیراست

 lim
( )x

x
x x® ++

+
+ -

= = +¥
2

2

1

6

3

0

درنتیجه:

،مخرجمنفیاست. x = 2 طبقجدولدرهمسایگیچپ
 lim
x

x
x x® --

+
+ -

= = -¥
2

2

1

6

3

0

درنتیجه:

،مخرجمنفیاست. x = -3 طبقجدولدرهمسایگیراست

 lim
( )x

x
x x® - -+

+
+ -

= - = +¥
3

2

1

6

2

0

درنتیجه:

،مخرجمثبتاست. x = -3 طبقجدولدرهمسایگیچپ

 lim
( )x

x
x x® - +-

+
+ -

= - = -¥
3

2

1

6

2

0

درنتیجه:
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12 - lim lim
x x

x x
®±¥ ®±¥

+ =2 2
1 توجهداریمکه:

 = =
-

ì
í
ï

îï
®±¥

®+¥

®-¥

lim | |
lim

lim ( )x

x

x

x
x

x
 

میل x ® -¥ وباردیگروقتی x ® +¥ اکنونحدتابعدادهشدهرایکباروقتی
lim میکند،محاسبهمیکنیم: lim

x x

x

x

x
x®+¥ ®+¥+

= =
2

1

1  

 lim lim
x x

x

x

x
x®-¥ ®-¥+

=
-

= -
2

1

1  

خطوطمجانبافقیتابعهستند. y = پس±1
13 -xروینموداراست؛یعنینموداربایدمحور ( , )2 0 و ( , )-1 0 طبق)الف(،نقاط

و2قطعکند. -1 هارادر
 ، x = قائم1 برایمجانب قائمهستند. مجانبهای x =0 و x = طبق)ب(،خطوط1
،درهمسایگیچپ، x =0 وبرایمجانبقائم -¥ درهمسایگیراست،مقادیرfبه

میلمیکند. -¥ مقادیرfبه
مجانبافقیتابعfاست،یعنی: y = طبق)پ(،خط1

 lim ( )
x

f x
®+¥

= 1 یا lim ( )
x

f x
®-¥

= 1  
اکنوننموداریباایناطلاعاترسممیکنیم:
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الف(درست- 1
نقطهء طول  x a= مقابل نمودار در نادرست، ب(

بحرانیاست،ولینقطهءاکسترممنسبینیست.
اکسترمم نقاط هیچگاه بازه انتهایی و ابتدایی )نقاط

 نسبینیستند.(

2 - y x� � �7
2

2sin( )� الف(

 � � � � � �b T
b

� � �
�2

2 2

2

4,
| |

 

ب(بالا
کافیاستنموداراولیهرایکواحدبهسمت- 3 g x f x( ) ( )� �1 باتوجهبهضابطهء

راستمنتقلکنیم.
. [ , ]−1 3 وباتوجهبهنمودارg،دامنهءآنبرابراستبا

 
4 - f x x x x x x( ) ( )� � � � � � � � �2 2 2

2 2 1 1 1 1  
نمودار است کافی ، f x( تابع( نمودار رسم برای 
رایکواحدبهسمتچپوسپسیک y x= 2 سهمی

واحدبهسمتپایینببریم.
( , ]�� �1 اکیداًنزولی: 
[ , )� ��1 اکیداًصعودی: 

جایگذاریکنیم:- 5 p x( ) 2رادر 1x + کافیاستریشهءعبارت

 2 1 0
1

2
x x� � � � �  

 p( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � � � � �1

2
8

1

2
4

1

2
2 8

1

8
4
1

4
2

3 2 � � � � �1 1 2 0  

 � �½kºI¶ïÂ¤IM 0  
6 -: sin sin cos2 2x x x= میدانیم

 sin cos sin cos cos2 0 2 0x x x x x� � � � �  
 � � � � �cos ( sin ) cosx x x2 1 0 0  

 2 1 0
1

2
sin sinx x� � � �  

 cos cosx
x k

k
� � �

� �

�

�
�
�

��
0

2
2

� � �



 

 sin sinx
x k

x k k
� � �

� �

� � � � �

�

�
�

�
�

1

2 6

2
6

2
6

2
5

6

�
� �

� � � � �
 

است. k∈ که
7 -

)الف lim
( )

lim
( ) ( )

( )
lim

x x x

x
x

x x

x
x
x� � �� � �

�

�
�

� �

�
� �

�2

2

2
2

2
2

4

2

2 2

2

2

2
� � ��

�
4

0

 

)ب lim lim lim
x x x

x x
x

x
x

x
��� ��� ���

�
�

� � � � � ��2

2 1 2 2

3 3 2

 

8 - f x x
x x

( ) � �
�

1
2

2
 

 x x x x x x2
0 1 0 0 1� � � � � � � � �( ) , مجانبهایقائم:

،مجانبقائمنیست،زیرا: x � �1 اما

 lim lim
( ) ( )

( )x x

x
x x

x x
x x�� ��

�
�

�
� �

�
� �

1

2

2
1

1 1 1

1
2  

میدانیمبرایمجانبقائمبودنجواب،حدبایدبینهایتشود،نهعدد.

مجانبقائماست،زیرا: x =0 اما

 lim
x

x
x x� ��

�
�

� � ��
0

2

2

1 1

0

 lim
x

x
x x� ��

�
�

� � ��
0

2

2

1 1

0

 

 lim lim
x x

x
x x

x
x

y
��� ���

�
�

� � � � � � �1
1 1

2

2

2

2
مجانبافقی:

پیوستهاست.- 9 x = 2 در f x x( ) | |� �2 4 اولاًتابع

 � � � �
�

�
�
�

��
� �� �

f x
x

x
xx x

( ) lim lim ( )
2

2 4 0

2

2 2

2
2

2 2

ثانیاً:

 � �
� �

�
�

� �

�
� ��

� �� �
f x

x
x
xx x

( ) lim ( ) lim
( )

2
2 4

2

2 2

2
2

2 2

 

مشتقپذیرنیست. x = 2 در f x( ) ،پستابع � � �� �f f( ) ( )2 2 چون
برایتابعfطولنقطهءگوشهایاست. x = 2

ابتدامحلبرخوردfبامحورxهارامحاسبهمیکنیم:- 10
 y x x� � � � � �0 8 0 2

3  
 ⇒ ( , )2 0 محلتقاطعبامحورxها: 

برایمحاسبهءشیبخطمماسازمشتقگیریاستفادهمیکنیم:
 � � � � ��f x x mx( ) ( )3 3 2 12 12

2 2 2  
 y x y x� � � � � �0 12 2 12 24( ) معادلهءخطمماس:

)الف- 11 � � � � � � � � �f x x x x x x x( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 3 6 1 2 2 3
2 4 2 5   

)ب � � � �g x x x x( ) ( tan ) ( ) cos5 1 2
2 2 )پ  � � �h x

x
( ) 2

2           
سرعتمتوسط- 12 = 2  

سرعتلحظهای � � � �f t t( ) 3 1
2  

 � � � � �3 1 2 1
2t t طبقفرض،سرعتمتوسطبرابرسرعتلحظهایاست.

13 -
A( , )−1 1 نقطهءعطف: 

f
f
( )
( )
� �
�� � �

�
�
�

1 1

1 0
 

 f x ax bx( ) � � �3 2
2  � � �f x ax bx( ) 3 2

2  
 �� � �f x ax b( ) 6 2  f a b a b( )- = - + + = Þ - + = -1 2 1 1  
 �� � � � � �f a b( )1 6 2 0  

 
� � � � �

� � �
�
�
�

� � � � � � � � �
2 1

6 2 0
4 2

1

2

3

2

a b
a b

a a b,  

14 - x = 2 ت(  x = 4 پ(  −4 ب( الف(۸
توجهکنیدکهنقاطابتداییوانتهایینمودارنمیتوانندطولاکسترممهاینسبیباشند.

15 - y x
x

� �
�

2 1

2
 

 x x� � � �2 0 2 مجانبقائم:

 lim
x

x
x

y
���

�
�

� � �2 1

2
2 2 مجانبافقی:

 � �
� � �

�
� �

�
�y x x

x x
2 2 1 2 1

2

3

2

0
2 2

( ) ( )
( ) ( )

 

 

x
y
y

-¥ + ¥
¢ - -

-¥ + ¥

2

2 2 

 

محلتقاطعنموداربامحورها:

 x y� � � �0
1

2
0
1

2
( , )  

 y x� � � �0
1

2

1

2
0( , )  
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تابع نمودار  بايد  باشد،   k اگر0<  ، y f x k= +( ) نمودار برای رسم  انتقال عمودی: 
اين  بايد  باشد،   k <0 اما اگر ببريم.  بالا  قائم به سمت  k واحد در راستای  را   f x( )

| واحد به سمت پايين انجام دهيم. |k انتقال را به اندازۀ

               
 در انتقال عمودی دامنۀ تابع تغييری نمی كند و فقط برُد آن به اندازۀ k واحد 

تغيير می كند.
f را  x( ) k باشد، بايد نمودار ، اگر0< y f x k= +( ) انتقال افقی: برای رسم نمودار
k باشد، بايد اين انتقال را به  <0 k واحد در راستای افقی به سمت چپ ببريم. اما اگر

| واحد به سمت راست انجام دهيم. |k اندازۀ

               
k واحد  اندازۀ  به  تغييری نمی كند و فقط دامنۀ آن  تابع  برُد  افقی  انتقال   در 

تغيير می كند.
g را با توجه به نمودار x x( ) sin( )== ++ pp

2 f و x x( ) sin== ++ 1  نمودار توابع
] رسم كنيد. , ]0 2pp y با دامنۀ x== sin

] را يک واحد  , ]0 2p y با دامنۀ x= sin ، نمودار f x x( ) sin=  برای تابع1+
] باقی می ماند. , ]0 2p f هم چنان x( ) به سمت بالا در راستای قائم انتقال می دهيم. دامنۀ

به سمت  واحد   p
2 اندازۀ به  را   y x= sin نمودار  ، g x x( ) sin( )= + p

2 تابع برای 

چپ در راستای افقی انتقال می دهيم.

Dg x( ) ,= -é
ëê

ù
ûú

p p
2

3

2

2
چپ در راستای افقی انتقال می دهيم.

را  تابع  برد  و  كنيد  رسم   [ , ]--2 2 دامنۀ با  را   f x x( ) | |== تابع نمودار   
به  را   h x f x( ) ( )== -- 1 و  g x f x( ) ( )== -- 1 توابع نمودار  سپس  كنيد.  مشخص 

كمک انتقال رسم كرده و دامنه و برد آن ها را بيابيد.

f x x( ) | |=  
x
y

- -2 1 0 1 2

2 1 0 1 2
 

f برد = [ , ]0 2  

بايد   g x f x( ) ( )= -1 تابع رسم  برای 
راست  به سمت  واحد  را يک   f x( ) نمودار

در راستای افقی انتقال دهيم.
g
g f

â¾¹¶Hj
joM joM

= -
==

[ , ]
[ , ]

1 3

0 2
 

بايد   h x f x( ) ( )= تابع1- رسم  برای 
پايين  به سمت  واحد  يک  را   f x( ) نمودار

در راستای قائم انتقال دهيم.
h f
h

â¾¹¶Hj â¾¹¶Hj
joM

= = -
= -

[ , ]
[ , ]

2 2

1 1
 

 نمودار تابع f به صورت زير داده شده است. با انتقال های افقی و عمودی 
y را رسم كنيد. f x== -- ++( )1 نمودار تابع2

 
 بايد نمودار اوليه را دو واحد به سمت بالا در راستای قائم و يک واحد به سمت 

راست در راستای افقی انتقال دهيم.
kÄk] â¾¹¶Hj
kÄk]joM

= -
=
[ , ]

[ , ]
3 7

2 5
 

 

 k را در y f x= ( ) ، بايد عرض نقاط نمودار تابع y kf x= ( ) برای رسم نمودار تابع
ضرب كنيم.

در  عمودی  انبساط  نمودار  باشد،   k > اگر1
0 باشد، نمودار  1< <k راستای محور yها و اگر

انقباض عمودی در راستای محور yها دارد.

k > Þ1 ´ÄnHj Áj¼µø óIvLºH  

 

0 1< < Þk ´ÄnHj Áj¼µø ÆIL£ºH  

باشد،   k = كه1- حالتی  در   
y قرينۀ نمودار تابع f x= - ( ) نمودار تابع

y نسبت به محور xها است.  f x= ( )
 



۴۱

] رسم كنيد. , ]0 2pp y را نسبت به محور xها در بازۀ x== cos  قرينۀ نمودار تابع
رسم  را   y x= cos نمودار ابتدا   
به  نسبت  آن،  قرينۀ  برای رسم  می كنيم، سپس 
، نمودار را نسبت  y x= -cos محور xها يعنی

به محور xها قرينه می كنيم:

 
y به  x== 2  نمودار زير از قرينه يابی نسبت به محور xها و انتقال نمودار تابع

دست آمده است. ضابطۀ آن را مشخص كنيد.
y نسبت  x= 2  با توجه به نمودار، تابع
به محور xها قرينه شده، دو واحد به سمت راست 
و يک واحد پايين آمده است، پس ضابطه اش به 

y است. x= - - -( )2 1
2 صورت

 

 1
k

y را در f x= ( ) ، بايد طول نقاط نمودار تابع y f kx= ( ) برای رسم نمودار تابع
ضرب كنيم.

انبساط  باشد،   0 1< <k اگر و  xها  راستای محور  افقی در  انقباض  باشد،   k > اگر1
افقی در راستای محور xها داريم.

k > 1 (انقباض)  
 

0 1< <k (انبساط)  
 

y نسبت به محور yها است. f x= ( ) y قرينه نمودار تابع f x= -( )  نمودار تابع
، بايد  f x( ) g از روی نمودار  x af bx c d( ) ( )= + +  برای بررسی تابع 
به ترتيب c (انتقال افقی)، b (انبساط و انقباض افقی)، a (انبساط و انقباض عمودی) و در 

نهايت d (انتقال عمودی) را انجام دهيم.
y رسم كنيد. x== 3 y را به كمک نمودار تابع x== -- --( )1 3  نمودار تابع

 y x= 3          
x
y

-
-
1 0 1

1 0 1
 

y را رسم كرده، سپس آن را يک واحد به سمت راست می بريم و در  x= 3 ابتدا نمودار
نهايت آن را نسبت به محور y ها قرينه می كنيم.

 Sµw ¾M keH» ¦Ä Hn nHj¼µº
.´ÃÀj Â¶ ÏI£TºH SwHn¾ ®¾¾¾¾¾¾¾    

IÀ n¼d¶ ¾M SLvº Hn nHj¼µº
.´Ã¹¨ Â¶  ¾¹Äo¤

y¾ ®¾¾¾¾¾¾¾

  

y را رسم كنيد. x== 2 3sin( ) ، نمودار تابع y x== sin  به كمک نمودار تابع
 ضريب ۲ باعث می شود كه نمودار اوليه انبساط عمودی (انبساط در راستای محور 

yها) داشته باشد، هم چنين ضريب ۳ 
اوليه  نمودار  می شود  باعث   x برای 
xها)  محور  راستای  (در  افقی  انقباض 

داشته باشد.

f در مقابل رسم  x( )  نمودار 
 y f x== -- --( )3 نمودار است.  شده 

را رسم كنيد.

 
 مراحل رسم: ۱- نمودار را ۳ واحد به سمت چپ می بريم. ۲- نمودار مرحلۀ ۱ را 
نسبت به محور yها قرينه می كنيم. ۳- نمودار مرحلۀ ۲ را نسبت به محور xها قرينه می كنيم.

 

1

3

â¾±eo¶
(Oa Sµw ¾M keH» )¾ ®¾¾¾¾¾¾

 

2 â¾±eo¶
IÀ n¼d¶ ¾M SLvº ¾¹Äo¤y¾ ®¾¾¾¾¾¾¾  

3 â¾±eo¶
IÀ n¼d¶ ¾M SLvº ¾¹Äo¤x¾ ®¾¾¾¾¾¾¾  

 an ¹ 0 كه  باشند  حقيقی  اعداد   a an0 1
, a ,..., و  نامنفی  عدد صحيح  يک   n اگر 

f زير، يک تابع چندجمله ای از درجۀ n ناميده می شود. x( ) آن گاه تابع 

 f x a x a x a x a x a an
n

n
n

n( ) ,= + + + + + ¹-
-

1

1

2

2

1

1

0
0  

در حالت های خاص: 
 n f x c= Þ =0 ( ) (تابع ثابت) 

 n
f x ax b
a

= Þ
= +

¹
ì
í
î

1
0

( )
(تابع خطی درجه اول) 

 n f x ax bx c
a

= Þ = + +
¹

ì
í
ï

îï
2

0

2( ) (تابع درجۀ ۲ سهمی) 

 n f x ax bx cx d
a

= Þ = + + +
¹

ì
í
ï

îï
3

0

3 2( ) (تابع درجۀ ۳) 

 درجۀ چندجمله ای زير را مشخص كنيد.
f (الف x x x( ) ( )== -- 1

2 3  

g (ب  x x( ) ( )== -- ++2 1
2  

h (پ x( ) == 3  



۴۲

:x درجۀ چندجمله ای يعنی بزرگ ترين توان 

 f x x x x x x x x x( ) ( ) ( )( )= - = - + = - +1 2 1 2
2 3 2 3 5 4 3 الف) 

f برابر ۵ است. x( ) پس درجۀ
 g x x x x x x( ) ( )= - + = - + + = - +2 1 4 4 1 4 5

2 2 2 ب) 
g برابر ۲ است. x( ) پس درجۀ

h برابر صفر است. x( ) پ) درجۀ

تابع  را   a ¹ 0  ، f x ax bx cx d( ) = + + +3 2 تابع 
درجۀ سوم می ناميم. يكی از توابع چندجمله ای درجۀ سوم، 
f است كه نمودار آن بصورت مقابل است:  x x( ) = 3 تابع 

 
نتيجه  در  و  است  يک به يک  تابع  اين 
آن،  وارون  برای رسم  است.  وارون پذير 
نمودار اوليه را نسبت به نيمساز ربع اول 

و سوم قرينه می كنيم. 

 

y رسم كنيد. x== 3 y را به كمک نمودار تابع x x x== -- ++3 2
3 3  نمودار تابع

y x x x= - + - +3 2
3 3 1 1

K÷§¶ jIdUH
� ��� ���  ابتدا تابع داده شده را ساده می كنيم: 

y x= - +( )1 1
3  

واحد  يک  را  اوليه  نمودار  انتقال،  كمک  به 
به سمت راست در راستای محور xها و يک 
yها  محور  راستای  در  بالا  سمت  به  واحد 

انتقال می دهيم.

 
 x3 x2 و  تفاوت نمودار 

x به صورت زير هستند:  ³ 1 ] و برای  , ]0 1 y در فاصلۀ  x= 3 y و  x= 2 دو تابع 
با توجه به نمودار داريم: 

x x2 3>  : [ , )0 1 در بازۀ 

x x3 2>  : ( , )1 +¥ در بازۀ 
x می باشد.  x2 3=  : x = و در 1

 

، f a f b( ) ( )£ ، داشته باشيم a b<  اگر برای هر دو نقطۀ a و b از دامنۀ تابع f كه
آن گاه f را تابعی صعودی می ناميم. 

، f a f b( ) ( )³ ، داشته باشيم a b<  اگر برای هر دو نقطۀ a و b از دامنۀ تابع f كه
آن گاه f تابعی نزولی است. 

 در توابع صعودی با حركت روی نمودار از چپ به راست، رو به پايين نخواهيم 
رفت (يعنی يا نمودار ثابت است يا رو به بالا) و در توابع نزولی با حركت روی نمودار از 

چپ به راست، رو به بالا نخواهيم رفت. (يعنی يا نمودار ثابت است يا رو به پايين)

مثال های زير را ببينيد: 

                                         
 تابع يكنوا تابعی است كه در يک بازه فقط صعودی يا فقط نزولی باشد.

                
ثابت  تابع  يک  را   f x c( ) = تابع ثابت:  تابع 
می ناميم كه نمودار آن يک خط افقی است. تابع 

ثابت هم صعودی و هم نزولی می باشد.

 

می گوييم  صعودی  اكيداً  بازه،  يک  در  را   f تابع 
بازه: اين  در   b و   a مقدار  دو  هر  برای  هرگاه، 

 a b f a f b< Þ <( ) ( )  
 

نزولی گوييم هرگاه،  بازه اكيداً  تابع f را در يک 
b در اين بازه: a» برای هر دو مقدار

 a b f a f b< Þ >( ) ( )  

 به تابعی كه در يک بازه، فقط اكيداً صعودی يا فقط اكيداً نزولی باشد، اكيداً يكنوا می گوييم.
 در هر بازه نوع نمودار تابع را مشخص كنيد.

 
 [ , ]2 3 ] تابع ثابت، در بازۀ , ]1 2 ] تابع اكيداً صعودی، در بازۀ , ]-3 1  در بازۀ
] تابع صعودی  , ]-3 2 ] تابع اكيداً صعودی، در بازۀ  , )3 + ¥ تابع اكيداً نزولی، در بازۀ

] تابع نزولی است. , ]1 3 و در بازۀ 

f را رسم كرده، سپس تعيين كنيد در  x
x x

x
x x

( ) ==
££
<< <<
³³

ìì

íí
ïï

îî
ïï

2
0

3 0 3

3

 نمودار تابع

هر بازه نوع نمودار چگونه است؟
 ابتدا نمودار هر ضابطه را در بازۀ داده شده رسم می كنيم:

x

y x
x
y

x
y x

- -

= = =

2 1 0

4 1 0

0 3

3 3 3

3 4 5

3 4 52
, ,  

بازۀ در  نزولی،  اكيداً   ( , ]-¥ 0 بازۀ در   f تابع 
صعودی  اكيداً   [ , )3 + ¥ بازۀ در  ثابت،   ( , ]0 3

) صعودی است. , )3 +¥ و در بازۀ 

 



۴۳

، حدود x را به دست آوريد. log( ) log( )x x++ ££ --1 2 3  الف) اگر 

حدود x را به دست آوريد.  ( )1
2

1

64

3 2x-- ££ ب) اگر 

 الف) می دانيم هرگاه مبنای لگاريتم بيشتر از يک باشد، لگاريتم تابعی صعودی 
log(xخواهد بود، پس داريم:  ) log( x ) ( ) ( )+ £ - Þ + £ -1 2 3 1 2 3x x  

يعنی جهت نامساوی عوض نمی شود و داريم: 
Þ - £ - - Þ - £ - Þ ³x x x x2 3 1 4 4  

ب) می دانيم در تابع نمايی، هر گاه پايه كوچک تر از يک باشد، تابع نزولی خواهد بود 
)پس داريم:  ) ( )1

2

1

64

1

2

3 2 6x- £ = Þ - ³3 2 6x  
يعنی جهت نامساوی عوض می شود و داريم: 

Þ ³ Þ ³3 8
8

3
x x  

p از صفر بيشتر باشد،  آن گاه  x( ) p توابع چندجمله ای باشند و درجۀ x( ) f و x( ) اگر
 f x p x q x r x( ) ( ) ( ) ( )= + r هستند كه:  x( ) q و x( ) توابع چند جمله ای يكتای
اگر حالت خاص،  در  می ناميم.  تقسيم  باقی ماندۀ  را   r x( ) و قسمت  خارج  را   q x( )

r باشد، آن گاه گوييم f بر p بخش پذير است. x( ) =0
. f b
a
( )- ax برابر است با b+ f بر x( )  باقی ماندۀ تقسيم

ax بخش پذير است. b+ f بر x( ) ، آن گاه گوييم f b
a
( )- =0 در حالت خاص، اگر

x بخش پذير است. -- 3 f بر x x( ) == --3
27  نشان دهيد

 x x- = Þ =3 0 3 x را برابر صفر قرار می دهيم:  - 3  ابتدا

 f ( )3 3 27 0
3= - =  

x بخش پذير است. - 3 x3 بر
27- پس

x بخش پذير باشد، مقدار m را بيابيد. m-- 2 بر 3
2x mx++ --  اگر چندجمله ای

را در چند جمله ای  قرار داده، سپس ريشۀ حاصل  برابر صفر  را   x m- ابتدا  
اوليه جای گذاری می كنيم و برابر صفر قرار می دهيم و m را محاسبه می كنيم:

 x m x m- = Þ =0  

 2 3 0 2 3 3 3
2 2 2 2( ) ( )m m m m m m+ - = Þ + = Þ =  

 Þ = Þ = ±m m2
1 1  

 x ax bx3 2
2++ ++ ++ b را چنان تعيين كنيد كه چندجمله ای a»  مقادير

x بخش پذير باشد. ++ 2 x و -- 1 بر
 x x- = Þ =1 0 1  
 x x+ = Þ = -2 0 2  

. f f( ) , ( )- = =2 0 1 0 f نشان دهيم آن گاه، x( ) اگر چندجمله ای داده شده را با
 f a b a b( )1 1 2 0 3= + + + = Þ + = -  
 f a b a b( )- = - + - + = Þ - =2 8 4 2 2 0 4 2 6  

 a b= = -0 3,  داريم: 
a b
a b
+ = -
- =

ì
í
î

3

4 2 6
از حل دستگاه

x به صورت زير است: an n-  تجزيۀ
 x a x a x ax a x a x an n n n n n n- = - + + + + +- - - - -( )( )1 2 2 3 2 1

  
اگر n زوج باشد: 

x a x a x ax ax x an n n n n n n- = + - + + + -- - - - -( )( ... a )1 2 2 3 2 1  

 n x a x a x a= Þ - = - +2 2 2 ( )( ) در حالت خاص: 

 n x a x a x ax a= Þ - = - + +3
3 3 2 2( )( )  

 n x a x a x ax a x a= Þ - = - + + +4
4 4 3 2 2 3( )( )  

x6 را تجزيه كنيد. 1--

 x x x x x x x6 5 4 3 2
1 1 1- = - + + + + +( )( )  

x به صورت زير است: an n+  برای nهای فرد، تجزيۀ
 x a x a x ax a x a x an n n n n n n+ = + - + - - +- - - - -( )( )1 2 2 3 2 1

  
 n x a x a x ax a= Þ + = + - +3

3 3 2 2( )( ) در حالت خاص: 
 n x a x a x ax a x a x a= Þ + = + - + - +5

5 5 4 3 2 2 3 4( )( )  
x تجزيه كنيد. ++ 2 x5 را با عامل 32++  چند جمله ای

 x x x x x x5 4 3 2
32 2 2 4 8 16+ = + - + - +( )( )  

x تجزيه نمی شود. an n+  برای n های زوج، عبارت 
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